Lista zadan #3
Modelowanie uktadow biologicznych

Zadanie 3.1

Rozwaz populacje ryb, ktérych gestos¢ (iloS¢ osobnikéw na jednostke powierzchni)
wynosi N. Zalézmy takze, ze szybkoS¢ wzrostu populacji R wynosi:

R(N) =rN(1—%)

gdzie r i K to stale wartoSci dodatnie.
a) Okresl dla jakiej populacji ryb ich przyrost jest najwiekszy.
Jezeli wydajno$¢ potowdw populacji ryb wynosi
h(N) = qEN

gdzie E to praca rybakéw a q to wydajnoS¢ potowowa.
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Dla jakiej gestoSci ryb przyrost ryb doktadnie réwnowazy wydajnoS¢ potowéw? Ta
gestoS¢ zwana jest optymalna wydajnoS¢ potowdw (ang. the maximal sustainable
yield: MSY).

Zadanie 3.2

Wydajno$¢ pozyskania energii, kiedy potaczy si¢ wypasanie z czasem dotarcia do
pastwiska. Zwierzeta zuzywajg energie podczas wypasania i podrozowania. W
niektorych Srodowiskach taka strata energii jest znaczaca. Uwaza si¢, ze aby przetrwac
osobnik bedzie optymalizowat wydajnoS$¢ pozyskania energii netto, zdefiniowane
jako:



ilos¢ pozyskanej energii netto  energia pozyskana — energia stracone

Q) =

catkowity zuzyty czas catkowity zuzyty czas

Zatézmy, ze zwierz¢ spedza p jednostek energii na jednostke czasu na wszystkie swoje
aktywnosSci (wliczajac w to wypasanie i podrézowanie. Zatézmy, ze energia pozyskana z
jednego pastwiska jest wyrazona réwnaniem:

Emaxt
t) =
f® k+t

gdzie state Emax, k >0

Wyznacz optymalny czas przebywania na jednym pastwisku, tzn. czas, dla ktérego
Q(t) jest maksymalne.

Zadanie 3.3
Maksymalizacja pozyskanej energii netto.

Zat6zmy, ze sytuacja wymaga, aby zwierz¢ maksymalizowato pozyskanie energii
netto E(t), zdefiniowanej jako

E(t) = energia pozyskana w wypasie — energia spozytkowana na podrézowanie i wypasanie

Oznacza to, ze E(t) = f(t)-r(t +7), gdzie r jest szybkoS¢ wydatkowania energii na
jednostke czasu a T to czas podrézowania. Zalézmy, ze pozskanie energii przez
wypasanie w czasie t na danym pastwisku wynosi:

Emaxt
k+t

f@) =
(a) Wyznacz czas t spgdzonego na wypasaniu ktéry pozwala zmaksymalizowac E(¢).

(b) Wskaz warunek w postaci k < ? , ktéry musi by¢ spetniony aby wystapit punkt
krytyczny.

Zadanie 3.4

Wyznacz pochodne nastgpujacych funkeji

@ y=f(x) = (x+5)°,
(b) y=f(x) =4(x> +5x—1)8,
© y=fx) = (Vx+2x)>

Zadanie 3.5

Krzywa wzrostu. Przyktadem krzywej wzrostu w biologii populacyjnej jest krzywa
wzrostu Bertalanffiego (kanadyjski biolog Ludwig von Bertalanffy):



N = (a — b27kt)3

gdzie state a, b ik sg liczbami dodatnimi oraz a > b; N oznacza wielkoS¢ populacji a t oznacza
czas.

Wyznacz szybko§¢ wzrostu dN/dt populacji.
Zadanie 3.6
Temperatura Ziemi.

Oznaczmy G jaki poziom gazow cieplarnianych na Ziemi. Uwzglednij zwigzek pomigdzy
temperaturg Ziemi, albedo a 1 emisyjnos¢ € jako:
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(a) Suppose that a is constant, but € depends on G. Assume that de/dG is
given. Determine the rate of change of temperature with respect to the
level of greenhouse gasses in this case.

(b) Suppose that both a and € depend on G. Find dT /dG in this more general
case.

Zadanie 3.7
Najkroétsza droga z gniazda do Zrddta pozywienia.

a) Sprawdz czy warto$¢ x = d/+/3 jest lokalnym minimum dla funkcji L(x) opisng
rOwnaniem:

Ly =L(x)=(D —x) + 2y/d? + x?

b) Pokaz, ze najkrétsza drogato L = D ++/3d

Zadanie 3.8
Najkrotsza Sciezka mrowek.
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a) Pokaz,ze w najkrétszej drodze kat pomiedzy odnogami w modelu Y wynosi 120°.

Rozwaz dlugos¢ drogi w modelu V 1 T. Oznaczmy te odlegtosci jako L, i L.. Kazda z
tych wielkoSci zlezy od odlegtosci d i D.

(a) napisz rownanie dla tych odlegtosci,

(b) Zatézmy, ze D jest state. W jaki sposéb L. i L.zalezy od d? Jak wyglada
graficznie zalezno$¢ L,(d) i Lt (d).

(c) Okresl, czy istnieje warto$¢ d, dla ktorej L,(d) = Lt (d)

Zadanie 3.9

Podzielna uwaga.

Ptak karmi si¢ w Srodowisku naturalnym dwoma rodzajami nasion, ktérych warto$§¢
energetyczna wynosi

- 5 kalorii/nasiono dla typy 1,
- 3 kalorie/nasiono dla typu 2.

Oba typy nasion ukryte sg w Scidtce lezacej. Jezeli ptak zwrdci uwage w czas X,
(utamek catego czasu) szukajac nasiona 1 i x. szukajac nasiona typu 2 wtedy
prawdopodobienstwo znalezienia 100 nasion zadanego typu wynosi:

Pi(x;) = (x1)% P, (x2) = (x)°
Zaktadajac, ze zwraca calg uwage na poszukiwanie danego nasiona wtedy
X +x,=1,gdzie0<x;<110=<x,<1

(a) Napisz wyrazenie na catkowita warto$¢ odzywczg, V, nasion kiedy
dzieli uwage na poszukiwanie obu ich rodzajow.

(b) Znajdz punkt przegigcia V(x) I sklasyfikuj go.

(c) Znajdz globalne minima i maksima absolutne i wyjaSnij optymalng
strategi¢ dla ptaka tak aby zmaksymalizowal zdobywanie wartoSci
odzywczych.

Zadanie 3.10
Wzrost komorki

Opisz wzrost komorki zaktadajac jej sferyczny ksztatt. Zalézmy, ze promien komorki



wzrasta ze stalg predkoScig k > 0 na jednostke czasu.

(a) Z jaka predkoScig bedzie wzrastala jej objetoS¢ V?

(b) Z jaka predkoscig bedzie wzrastata jej powierzchnia S?

(c) Z jaka predkoscig bedzie si¢ zmieniat stosunek wielkoSci S/V? Jak bedzie
zmieniala si¢ ta wielko$¢, gdy komdrka bedzie rosngé?

Zadanie 3.11

Wzrost kotowej kolonii grzyba. Kolonia grzyba ro$nie na ptaskiej powierzchni
poczynajac od pojedynczej spory. Ksztalt brzegu kolonii jest kotem ze Srodkiem w
poczatkowej sporze. Przypu$sémy, ze promien kolonii roSnie z czasem ze statg
predkoscig C na jednostke czasu.

a) Z jaka predkoScig wzrasta powierzchnia kolonii?
b) Biomasa kolonii jest proporcjonalna do powierzchni, ktérg zajmuje. Niech a
jest statym wspoétczynnikiem. Z jaka predkoScig narasta biomasa?

Zadanie 2.12
Wazrost konczyny.

Koficzyna zarodka zwigksza si¢ ale jednoczeSnie zachowuje proporcje wymiarow.
Zaktadajac, ze konczyna w przyblizeniu jest cylindrem o promieniu r i dlugoSci L w proporcji
L/r = C, gdzie C jest stalg liczba. Zauwazono, ze w poczatkowej fazie wzrostu promien
zwigksza si¢ w przyblizeniu ze statg predkoScia, tzn. dr/dt = a. Z jaka predkoScig zwigksza
si¢ masa konczyny?

Zadanie 3.13

W roku 1905 rolnik w Czechach przez przypadek pozwolif na ucieczke kilku pizmakéw z
hodowli. Ich populacja rosta i rozprzestrzeniata si¢, obejmujac coraz wieksze obszary Europy.

W klasycznej publikacji z ekologii Skellam (1951) pokazal, ze pierwiastek z zajgtej przez
pizmaka powierzchni roSnie ze staltg predkoscig k. OkreSl szybko$¢ zmiany odlegtoSci od
miejsca uwolnienia pizmaka. Zat6z, ze powierzchnia jest w ksztalcie kota.

Zadanie 3.14

Soczewka wypukta. Dana soczewka wypukta ma odlegto$¢ ogniskowa f = 10 cm.



Niech p oznacza odlegto$¢ pomigedzy przedmiotem I soczewka u q odlegtos¢
pomigdzy obrazem i soczewka. Te odlegloSci zwigzane sg z odlegtoScig ogniskowa f
poprzez réwnanie:

1_1+1
f p q

Rozwaz obiekt, ktore oddalony jest od soczewki o 30 cm i przesuwa si¢ od soczewki z
predkosScia 4 cm/sec. Jak szybko porusza obraz przedmiotu i w ktérym kierunku?

Zadanie 3.15

Stozkowy kubek. Woda wycieka przez koniec stozkowego papierowego kupka z
predkoscia lem®/min. Wysokos¢ kubka wynosi 8 cm a jego promiefi ma 6 cm. Na

poczatku kubek wypetniony jest po brzegi. Wyznacz zmian¢ wysokoSci wody w
kubku.

Zadanie 3.16

Zréznicowanie gatunkéw na danym terenie. Ekologéw interesuje zwigzek pomiedzy
obszarem o powierzchni (A) i liczbg réznych gatunkéw (S), ktére zamieszkuja ten
obszar. Hopkins (1955) zasugerowat zaleznos¢:

S =aln(1 + bA)
gdzie a 1 b to dodanie stafe.
Wyznacz zalezno$¢ zmiany iloSci gatunkéw od powierzchni. Czy ta funkcja ma maksimum?

Zadanie 3.17

Palgca si¢ Swieca. Swieca jest umieszczona w odlegtosci 1; od cienkiej drewniane]

przeszkody o wysokosci H. Przeszkoda jest oddalona od Sciany na odlegto$¢ 1, (Rysunek)
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Swieca wypala si¢ powodujac, Ze wysokos§¢ ptomienia, h; maleje z szybkoscia 3
cm/godz. Wyznacz zmian¢ wysokoSci cienia przeszkody na Scianie. Odpowiedz
powinna byc wyrazona w statych [, i /,.

Zadanie 3.18



Mobilne komorki

Badajac ruchliwo$¢ komorek, biologowie badajg keratynocyty, komarki epidermalne z
tuski ryby. Ta ptaska, eliptyczna komodrka petZnie po ptaskiej powierzchni, wazny
parametr w gojeniu si¢ ran. Kontur 2D komérki moze by¢ przyblizony elipsg o
rownaniu:
2 2

x Y

100 25
gdzie x 1y to wielkoSci wyrazone w pm.
Kiedy filmowany jest ruch komorki to punkt znajdujacy si¢ na ,,froncie” (gérny tuk
elipsy) porusza si¢ w kierunku prostopadtym do krawedzi. Okre§l kierunek poruszania
sie punktu (x,,y,) znajdujacego si¢ na krawedzi komorki.

Zadanie 3.19
Agrole$nictwo. Ta dyscyplina integruje upraw¢ z plantacja drzew co zapewnia

wydajnosc¢ i zachowanie ekosystemu. Drzewa poprawiaja przepuszczalnoS¢ gleby,
zatrzymuja wodg i stabilng temperature.

Rysunek w niewielkiej odlegtoSci od drzewa zacienienie S(x) ogranicza wzrost uprawy. Poza tym
obszarem korzySci przewazaja nad zacienieniem.

Jednocze$nie drzewa tworzg zacienienie oraz konkuruja o materiaty odzywcze.
Zaréwno korzySci A(x) jak i zacienienie S(x) zaleza od odlegloSci od drzewa, cien
dominuje w poblizu drzewa. Zalézmy, ze w odlegtoSci x od danego gatunku drzewa
korzy$¢ B dla uprawy wyraza si¢ zaleznoScia:

B(x) = A(x) — S(x)
gdzie
Alx) = oze_xz/a2
S(x) = [?e_xz/b2

a,B,a,b >0



a) W jakiej odlegtosci od drzewa oba czynniki si¢ zrownowazg?
b) Znajdz optymalng odlegtos¢ dla uprawy, gdzie wplyw drzewa bedzie maksymalny.

Zadanie 3.20
Polymerase Chain reaction (PCR).

PCR byto opracowane przez Mullisa w 1983 roku w celu powielania DNA. Technika
ta opera si¢ na fakcie, ze kazda ni¢ DNA moze stuzy¢ jako matryca do syntezy
komplementarnej nici DNA. Metoda polega na sekwencyjnym podgrzewaniu
(oddzielenie, denaturacja, nieci DNA) i chtodzeniu (nowe DNA hybrydyzuje).
Mieszanina reakcyjna sktada si¢ z oryginalnego DNA, ktéry ma by¢ powielony,
enzymow i nukleotydéw potrzebnych od syntezy nowego DNA. Kazdy cykl podwaja
ilo§¢ DNA. Pojedyncze doSwiadczenie PCR sktada si¢ z 35 cykli.

Jak bardzo oryginalne DNA zostato powielone? Wyraz tg warto§¢ w potedze 2 1 10.



