Lista zadan #5

Modelowanie ukladow biologicznych

Zadanie 5.1

Tarcie 1 predkos¢ maksymalna. Predkos¢ spadajacego obiektu zmienia si¢ z powodu
sily cigzenia, a opdr powietrza spowalnia spadajacy obiekt. Wtedy predkos¢ v(t)
opisane jest rOwnaniem.
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gdzie g to przyspieszenie ziemskie a k to stala opisujaca opoér powietrza. Jezeli
przedmiot zrzucono z samolotu:

a) Wyznacz zaleznos$¢ predkosci od czasu.
b) Jaka bedzie warto$§¢ predkosci, gdy przedmiot bedzie spadal z duzej
wysokosci?

Zadanie 5.2

Poziom alkoholu. Alkohol wnika do krwi ze stata predkoscia k (gm na jednostke
czasu) w czasie przyj¢cia. Watroba stopniowo przeksztatca alkohol w nietoksyczny
metabolizm. Szybko$§¢ metabolizowania jest proporcjonalna do stg¢zenia alkoholu we
krwi. Stezenie alkoholu we krwi opisuje réwnanie:

dc_k
i sc

gdzie k i s to dodatnie state. Zalézmy, ze na poczatku we krwi nie bylo alkoholu.
Wyznacz stezenie alkoholu we krwi c(t).

Zadanie 5.3

Prawo Newtona dotyczace schladzania moéwi, ze szybko$¢ zmiany temperatury
przedmiotu jest proporcjonalna do réznicy temperatur pomigdzy temperaturg obiektu
,» 1”1 temperatury otoczenia ,,E”.

To prowadzi do rownania

dT
T = kE-T)

gdzie k > 0 jest stala materiatlowa. Zakladamy, ze temperatura otoczenia E nie
zmienia sig.

a) Pokaz, ze funkcja



T(t) =E+ (T, — E)e™ ™
spetnia powyzsze rownanie.

b) Czas $mierci ofiary przestgpstwa mozna oceni¢ na podstawie temperatury
ciata, kiedy cialo znaleziono odpowiednio wczesnie. Zatozmy, ze temperatura

. . o . . . .
otoczenia wynosito £ =20 C, a temperaturze zwlok w czasie ich znalezienia

wynosita 7= 30° C, a kolejny pomiar po godzinie pokazal, ze wynosi T = 25°
C. Wyznacz przyblizony czas przestepstwa.

Zadanie 5.4
Kubek z kawa

Temperatura kubka kawy po wypetnieniu wynosita 100 °C. Pie¢ minut pozniej (£ = 5)
temperatura wynosila 50 °C. Jezeli temperatura otocznia wynosi A4 = 20 °C, okresl po
jakim czasie temperatura spadnie do 30 °C.

Zadanie 5.5
time (min) Temp
0.0 190.0
0.5 185.5
1.0 182.0
1.5 179.2
2.0 176.0
25 172.9
3.0 169.5
35 167.0
4.0 164.6
45 162.2
5.0 159.8

W tabeli pokazano schtadzanie mleka w trakcie produkcji jogurtu. Zgodnie z prawem
Newtona dotyczacego schtadzania, te dane opisywane sg rownaniem:

T(t) =E+ (T, — E)e™ ™

1(t) to temperatura mleka (w stopniach Fahrenheita) gdzie czas jest w in min, £ to
temperatura otoczenia a k to stata.

a) Przepisz tg funkcj¢ w wielkosciach Y(¢)=In(7(¢)— E), i pokaz, ze Y(¢) jest

liniowa funkcja ¢.
b) Jak mozna wyznaczy¢ stalg k?

c) Wyznacz stalg k dla danych z tabeli, jezeli E = 20°F.
Zadanie 5.6
Przyrost masy niemowlaka.

W czasie pierwszego roku zycia, waga niemowlaka opisana jest rOwnaniem

y(t) = V3t + 64



a)

b)

Pokaz, ze zalezno$¢ ta spetnia rownanie:

dy k
dt y
gdzie k to stata.
Jaka jest warto$¢ statej k?

Zatozmy, ze wzrost czlowieka opisuje powyzsze rOwnanie rozniczkowe.
Okre$l w jednym zdaniu jedng ceche tego rdwnania, ktére czyni go dobrym
modelem. Okresl jedng ceche, ktéra czyni je niewtasciwym.

Zadanie 5.7

Potowy w jeziorze. Fish Unlimited jest firmg zarzadzajaca stanem zarybienia w
prywatnym jeziorze. Firma zarybia jezioro ze statla wydajnoscig. N rybakow moze
towi¢ kazdego dnia w jeziorze. Okreslono, ze populacja ryb w jeziorze, F(t) spetnia
nastepujace rownanie:

a)
b)

c)
d)

e)

dF

a =1 —aNF
Jaka jest wydajno$¢ zarybiania? Podaj wielkos¢ 1 jednostki.
Jaka jest $rednia wielko$¢ potowdw na jednego rybaka? Podaj liczbe 1
jednostke
Jakie bylo zatozenie dotyczace ptodnosci i $miertelnosci ryb?
Jezeli wydajno$¢ towiska i liczba polowow sa state, jaka jest wielkosé
populacji ryb w warunkach ustalonych?
W pewnej chwili t=0 firma wstrzymata zarybianie. Napisz zmodyfikowang
posta¢ réwnania, ktéra uwzglednia ten fakt i przy zalozeniu, ze potowy si¢ nie
zmienily. Po jakim czasie populacja ryb spadnie do poziomu 25% jej
poczatkowej wartosci?
Kiedy populacja ryb spadnie do poziomu F},,,,, wstrzymano potowy I zaczeto
zarybianie z tg samg intensywnoscig (oo = 0.) Napisz odpowiednig wersje
réwnania. Jak dlugo bedzie trwato aby populacja ryb si¢ podwoita?

Zadanie 5.8

Hodowla komodrkowa. Komorki w hodowli komorkowej produkujac cytokiny
(substancja, ktora kontroluje wzrost innych komorek) ze statg predkoscig 10
nanoMoli/godzine (nM/h). Czas pottrwania substancji to 20 godzin. Napisz rOwnanie,
ktore opisze zalezno$¢ stezenia substancji w czasie. Rozwigz to rownanie zaktadajac,
ze w t = 0 nie ma cytokin.

Zadanie 5.9

Roztwor glukozy w zbiorniku.



Pojemnik o pojemnosci 1 L na poczatku jest peten czystej wody. Stezony roztwor
glukozy, 0,25g/cm’ jest wpompowywany do zbiornika z predkoscia 10 cm’/min a
mieszanina (dobrze mieszana) jest wypompowywana z ta sama predkoscig. Ile
glukozy jest w zbiorniku po 30 min i po dtugim czasie?

Zadanie 5.10
Zanieczyszczenie jeziora.

Jezioro o objetosci C m’ zawiera Q(f) kilogramoéw zanieczyszczenia w czasie t.
Zanieczyszczenie jest jednorodne. Woda zwierajace zanieczyszczenie o stezeniu k
kg/m’ wptywa do jeziora z predkoscia r m’/min i dobrze wymieszany roztwor
wyplywa z jeziora z ta sama predkoscia.

a) Napisz rOwnanie opisujace zmiang st¢zenia zanieczyszczenia w jeziorze.

b) Okresl jakie bedzie stgzenia zanieczyszczenia w jeziorze po dlugim czasie.

c) Jezeli k = 0 znajdz czas T, po ktorym stezenie osiggnie potowe poczatkowej
wartosci.

Zadanie 5.11

Roztwor cukru. Cukier rozpuszcza si¢ w wodzie z predkoscig proporcjonalng do
ilosci cukru w formie statej. Niech Q(t) oznacza ilo$ci nierozpuszczonego cukru w
czasie t. [lo§¢ poczatkowa cukry to 100 kg 1 po 4 godzinach masa nierozpuszczona
wynosi 70 kg.

a) Napisz rOwnanie opisujace Q(t) i rozwiaz je.
b) Ile czasu zajmie rozpuszczenie 50 kg?

Zadanie 5.12
Cieknacy zbiornik z woda.

Cylindryczny zbiornik o powierzchni przekroju A ma niewielki otwor, przez ktory
wycieka woda. Wysoko$¢ stupa cieczy w zbiorniku y(t) w czasie t jest opisana
réwnaniem:

kt

t) = -
y(t) Yo =57

gdzie k 1y to stale.

a) Pokaz, ze wysoko$¢ stupa cieczy y(¢) spetnia rownanie:

dy k
="V



b) Jaka jest poczatkowa wysoko$¢ stupa cieczy t = 0?
c) Po jakim czasie zbiornik si¢ oprézni?
d) Z jaka predko$cig zmienia si¢ objetos¢ wody w zbiorniku, kiedy t = 0?

Zadanie 5.13
Szescienny krysztat.

Krysztat w ksztalcie sze§cianu ro$nie w medium. Dlugo$¢ boku to x a jego objetos¢ to
V. Szybkos$¢ zmiany objetosci krysztatu opisuje rownanie:
dv

E = kxz(VO - V)

gdzie k i Vj to state dodatnie.

a) Napisz to rownanie dla dx/dt.

b) Zatézmy, ze krysztal ro$nie z niewielkiego zarodka. Pokaz, ze szybkos¢
wzrostu ciggle maleje.

c) Co si¢ stanie z wymiarem krysztatu po bardzo dhugim czasie?

d) Jaki jest rozmiar krysztatu, gdy wzrasta z potowa poczatkowej predkosci?

Zadanie 5.14

Prawo mas. Prawo mas zaklada, ze szybkos¢ reakcji pomiedzy dwiema substancjami
(A 1 B) jest proporcjonalna do iloczynu ich stezen, k-a-b.

Wyjasnij, dlaczego suma stezen k& - (a + b) nie bedzie rozsagdnym zalozeniem
dotyczacego szybkosci reakcji.

Zadanie 5.15

Reakcja biochemiczna, w ktorej substancja S jest zaré6wno produkowana jak i
zuzywana. Stezenie c(t) substancji S podczas reakcji opisuje rownanie:

dc c

ar = Kmaxggo e

gdzie Kmax, k, r to dodatnie state. Pierwszy czton réwnania jest, zalezna od st¢zenia
produkcja a drugi czton opisuje rozpad substancji.

a) Jaka jest maksymalna szybko$¢ produkcji substancji? Przy jakim stezeniu
wydajno$¢ produkcji wynosi 50% maksymalnej warto$ci?

b) Jezeli produkcja bedzie wstrzymana substancja bedzie si¢ rozpadad. Ile czasu
potrzeba aby stezenie spadto o 50%?

c) Przy jaki stezeniu produkcja zrownowazy rozpad?

Zadanie 5.16

Logistyczny wzrost z proporcjonalnymi zbiorami. Gesto$¢ populacji ryb N(¢) rosnie z



predkoscia g(N), uwzgledniajac polowy mozemy napisac:

v _ N) — h(N
— = g(N) = h(V)

Exponential Growth Logistic Growth

Carrying capacily

Zatozmy, ze szybko$¢ wzrostu jest logistyczny, wiec

K—N
K

g(N) =rN

gdzie r, K > 0. Zatozmy, ze wydajnos¢ potowodw jest proporcjonalna do wielkosci
populacji wiec:

h(N) = gEN

gdzie E to praca rybakéw i q wydajnos¢ towienia ryb to state. Przeanalizuj rownanie.
Jakie warunki muszg by¢ spetnione, aby towienie byto mozliwe przez dtugi czas.

Zadanie 5.17

Wazrost logistyczny ze stalym potowem. Rozwaz populacje ryb jak w zadaniu
poprzednim, ale tym razem zaldz, ze wielko$¢ polowdw jest stata i niezalezna od
wielko$ci populacji ryb, wtedy:

h(N) =H
gdzie H to ilo$¢ wylowionych ryb. Przeanalizuj ten model i poréwnaj z poprzednim.
Zadanie 5.18
Przeskalowanie czasu w réwnaniu logistycznym

Rozwaz przeskalowanie rownania logistycznego.

K-N
g(N) =rN

r jest w jednostkach 1/czas, wiec 1/r jest w jednostkach czas. Przeskaluj réwnanie
przez zdefiniowanie t=s/r. Wtedy s jest wielkos$cig bezwymiarowa. Wyznacz dN/ds.

Zadanie 5.19

Strategia szczepien.



Kiedy osoba jest zaszczepiona to nie nalezy juz do populacji zagrozonej co
efektywnie zmniejsza wielko§¢ populacji, ktéra moze przekazywaé chorobe. Dla
przyktadu, iezeli utamek ¢ populacji jest zaszczepiony, wtedy tylko pozostal aczgs¢
populacji (1 — ¢ )N moze bué¢ zagrogzona lub zainfelowana wtedy S(¢)+I(¢) = (1—¢)N.
Kiedy ospa prawdziwa byta choroba endemiczng to miata podstawowa liczbe
reprodukcyjng réwna Ry = 7. Jaki utamek populacji powinien by¢ zaszczepiony aby
wyeliminowac ta chorobg?

Zadanie 5.20

13.18. “Social media.” Sally Sweetstone wprowadzita nowa aplikacj¢ zwang
“HeadSpace”, ktora natychmiast kojarzy pary zgodnie z ich zmieniajagcymi si¢
upodobaniami I stylami. Uzytkownicy dowiaduja si¢ o aplikacji od siebie nawzajem
w konsekwencji zakladajac swoje konta. Konta wygasa losowo z czasem
potowicznym 1 miesigca. Zaloz, ze y|(f) to liczba osob, ktore nie sa zapisani a y(#) to
osoby zapisane w chwili ¢. Zaproponowana nast¢pujacy model opisujacy populacje
0s0b zapisanych:

dt = by, — ay,y,
%2 _ a —b
dr V1Yo V2

a) Objasnij wielko$ci w rownaniu. Jaka jest warto$¢ statej b?

b) Pokaz, ze calkowita populacja P=y|(f)+y>(?) jest stata. (prawo zachowania)

c) Wykorzystaj prawo zachowania, aby wyeliminowa¢ yj. Wtedy przeanalizuj
réwnanie z punktu widzenia ).

d) Wykorzystaj model, aby ocenié, czy aplikacja bedzie sukcesem czy porazka.



