Lista zadan #7
Modelowanie uktadow biologicznych

Zadanie 7.1

Sztuczne ognie. Osoba zlokalizowana bezposrednio pod letnimi pokazami
sztucznych ogni patrze bezpoSrednio do géry. Pojedynczy wybuch pojawit si¢
doktadnie nad glowa obserwatora na wysokoSci 500m jak pokazano na
rysunku. Szybkos$¢ zmiany kata obserwacji rozbtysku wynosi 100 m/sec.

fireworks

Zaktadajac, ze wybuch ma ksztatt dysku réwnolegtego do powierzchni ziemi
ze Srodkiem bezpoSrednio nad obserwatorem, pokaz jaka jest szybkoS$¢ zmiany
kata widzenia obserwatora w momencie, kiedy promien dysku wynosi r = 100
metréw?

Zadanie 7.2

Powigzane zmiany. Dwa sferyczne balony sg potaczone tak, ze kiedy jeden jest
napetniany to drugi jest oprézniany. Calkowita objetoS¢ gazu pozostaje stata.
Kiedy pierwszy balon ma promien 10 cm I jego promiefi roSnie z predkoscia 3
cm/sec, drugi balon ma promiefi 20cm. Jaka jest szybkoS¢ zmiany promienia
drugiego balonu?

Zadanie 7.3

PredkoS¢ czasteczki. Czasteczka porusza wzdtuz osi x tak, ze odlegtos¢ od
poczatku uktadu wspotrzednych w funkcji czasu t jest opisana réwnaniem:

x(t) = (t+2)3+ At

gdzie A to stata.

a) wyznacz predkos¢ v(r) I przyspieszenie a(r)

b) Okresl najmniejszg predkoS¢ czasteczki.
Zadanie 7.4

Ruch czasteczek opisany jest rwnaniem y(f) = ££— 61>+ 9t



gdzie y(¢) to zmiana potozenia (w metrach) 7 to czas (w sekundach) oraz 0 < ¢ <
4 sec.

a) W tym przedziale czasu, kiedy czgsteczka jest najbardziej oddalona od
polozenia poczatkowego?

b) W tym przedziale czasu jaka jest najwicksza predkosé czasteczki?

c) Jaka jest catkowita odlegtos¢ (liczac zaréwno ruch do przodu jak i do tytu)
jaka przebyta czasteczka w tym przedziale czasu?

Zadanie 7.5

Spadajacy przedmiot. Rozwaz przedmiot wyrzucony do gory z predkoscig
vo> 0 1z wysokoSci poczatkowej iy > 0. Wtedy wysoko$¢ obiektu w funkcji
czasu t opisuje rGwnanie:

1
y=f(t) = —Egt2+v0t+h0

Wyznacz punkt przegigcia funkcji f(t) 1 uzywajac pierwszej 1 drugiej pochodnej
pokaz, ze jest to lokalne maksimum.

Zadanie 7.6

Przyblizenie liniowe. Znajdz liniowe przyblizenie funkcji y = x> w punkcie x =
2. Wykorzystaj uzyskany wynik do estymacji wartosci (2.0001)>.

Zadanie 7.7

Wirus HIV. Poczatkowo, pacjent ma 1000 kopii wirusa. Ile czasu zajmie
osiaggni¢gcie poziomu wirusa, kiedy jest on wykrywalny? Zat6éz, ze iloS¢
wirusow (wirulencja) y roSnie zgodnie z rOwnaniem:

dy

— = 0,05

dt Y
kiedy t to czas w dniach, a niemniejsza wykrywalna wirulencja to 350 000 kopii.
Wyraz odpowiedz w skali log.

Zadanie 7.8

Generacje ryb. W Rzece Rybnej ilo$¢ fososia (w tysigcach), x, w danym roku
jest powigzana z populacjg tososia (w tysigcach), y, w roku nastepnym poprzez
funkcje:

y = Axe™b*

gdzie state A, b > 0.



- Dla jakiej liczby tososia nie bedzie zmiany pomi¢dzy latami?

- Wyznacz populacj¢ tososia, ktora spowoduje najwigksza liczbe ryby w
roku nastepnym.

Zadanie 7.9

Punkty krytyczne

a) Wyznacz punktu krytyczne dla funkcji y = e*(1-In(x)) w przedziale 0.1
< x < 2 i sklasyfikuj je

b) Funkcja y = In(x) — €' ma punkt krytyczny w przedziale 0.1 <x < 2. Nie
mozna rozwigzaé funkcji dla tej wartoSci x w tym punkcie, ale mozna
wyznaczy¢ jakiego typu jest to punkt krytyczny. Okresl czy punkt ten to
lokalne minimum, maksimum czy punkt przegigcia.

Zadanie 7.10

Potencjal Lennarda-Jonesa, V (x) to energia potencjalna dwdch
nienaladowanych molekut w funkcji odlegtosci x, i jest opisana zaleznoScig:

a b
V(X) = ﬁ - F
gdzie a, b > 0. Molekuly rozlokowuja si¢ tak, aby ich energia potencjalna
osiggneta minimum. Wyznacz lokalny punkt krytyczny dla tego potencjatu i
wykaz za pomocg drugiej pochodnej, ze jest to minimum lokalne.

Zadanie 7.11

Prostokat wpisany w okrag. Wyznacz wymiary najwi¢kszego prostokata (z
punktu widzenia powierzchni) wpisanego w okrag o promieniu r.

Zadanie 7.12

Predko$¢ kaszlniecia. Osoba kaszle, kiedy obcy obiekt znajduje si¢ w
przewodzie oddechowym. Szybko$¢ kaszlnigcia zalezy od wielko$¢ tego
obiektu. Zat6zmy, ze osoba ma przewdd oddechowy o promieniu 20 mm.
Jezeli obcy obiekt ma promien r, w milimetrach, wtedy predkos¢ kaszlnigcia V,
potrzebna, aby usungé¢ obiekt z przewodu oddechowego jest opisana
rOwnaniem:

V(r) = k(20r? —r3)
0<r<20

gdzie k to dodatnia stata. Dla jakiej wielkosci obiektu aby go usung¢ predkos¢
kaszlnigcia jest najwigksza.



Zadanie 7.13

To wyScigowy. Rysunek pokazuje tor wyScigowy o dtugosci 1 km z kotowymi
zakretami. Wyznacz wartoSci x 1y, dla ktérych prostokat ma maksymalna
powierzchnie.

Zadanie 7.14
Ksztalt liscia.

Zat6zmy, ze 1i8¢ ma w przyblizeniu ksztalt rombu o przekatnych x i y. Jezeli
1i$¢ roSnie w taki sposob, ze wymiar x wzrasta z predkoScig 2 cm/rok a wymiar
y z predkoscig 1 cm/rok to w jakim tempie roSnie powierzchnia liScia?

Zadanie 7.15

Koszt usuwania zanieczyszczefi. Podnioty gospodarze odkryly, Zze usuwanie
zanieczyszczeh wzrasta wraz z utamkiem koniecznym do usuni¢cia. Zat6zmy, ze C to
koszt usunig¢cia p% zanieczyszczeh w zlotych powstatego w wyniku wycieku.
ZaleznoS¢ tg opisuje rownanie:

48000
100 —p

Clp) =

a) wyznacz: C(0), C(20), C(80) i C(90)

b) wyznacz domeng dla p

¢) naszkicuj wykres funkcji

d) Czy podmiot gospodarczy moze usung¢ zanieczyszczenie w 100%?

Zadanie 7.16

Sita nabywcza. Od 1970 sita nabywcza dolara, mierzona cenami dla konsumentéw,
moze by¢ opisana réwnaniem:

2,632

P =—
™) =T 011x
gdzie x to liczba lat od roku 1970 (US Burou of Econoic Analysis)

a) Wyznacz P(10), P(20) i P(40)
b) Kiedy sita nabywcza wynosita 50 % wartosci z roku 19707



¢) Wyznacz lim P(x)
X—00
Zadanie 7.17

Lek w krwioobiegu.

Po zastrzyku leku A, jego stezenie we krwi, maleje z czasem t (w godzinach).
Zat6zmy, ze stgzenie leku we krwi opisane jest rOwnaniem:

A
t2+1

A(t) =

gdzie Ay jest dawka leku.

a) Wyznacz A(0), A(2), A(7) 1 A(10)

b) Wyznacz maksymalne stgzenie leku we krwi w przedziale czasu t = [0,0¢).
¢) Naszkicuj wykres funkcji

d) Zgodnie z wykresem czy lek bedzie kiedykolwiek usunigty z krwioobiegu?

Zadanie 7.18
Maksymalizacja zysku

Catkowity koszt oraz calkowity przychdd z wyprodukowania x produktow
opisywane sg rOwnaniami, odpowiednio

C(x) = 5000 + 600x
1
R(x) = —Exz + 1000x

gdzie 0 < x < 600

a) Wyznacz funkcje zysku.

b) Wyznacz ilo$¢ produktu x gdzie zysk bedzie maksymalny

¢) Sredni zysk wyraza si¢ zaleznoscia: A(x) = P(x)/x. Wyznacz A(X).
d) Wyznacz ilo§¢ produktéw, dla ktorych $redni zysk jest maksymalny.

Zadanie 7.19

Ksztalt E. coli. Komérka bakterii E. coli ma ksztalt cylindra z dwoma
sferycznymi zakonczeniami jak pokazano na rysunku. WysokoS¢ i promief
cylindra oznaczamy jako h i r odpowiednio.



1) Wyznacz warto$¢ r i h, dla ktérych objetos¢ komérki jest najwigksza,
jezeli jej powierzchnia jest stala.

2) Typowa komoérka E. coli ma wymiary 2 = lum i r = 0.5um. Poréwnaj z
wynikiem z 1).

Zadanie 7.20
Zmieniajacy si¢ ksztatt komorki.

Jezeli komoérka w ksztalcie E. coli roSnie w taki sposéb, ze jej wysokos§é
roSnie dwa razy szybciej niz promiefi, a promiefn roSnie w tempie 1 um na
dziefi, to w jakim tempie zmienia si¢ objetoS¢ komorki? Napisz odpowiedzZ
wyrazong w hir.

Zadanie 7.21
Minima i Maksima.

- Rozwaz wielomian y = 4x° — 15x*. Wyznacz dla tej funkcji wszystkie
lokalne punkty krytyczne.

- Wyznacz globalne minima i maksima dla tej funkcji w przedziale
[-1,1].

Zadanie 7.22

Wzrost winoroSli. Winoro§l ro$nie wokdét drzewa w ksztalcie helisy jak
pokazano na rysunku. Jezeli dtugo$¢ winoroS§l roSnie ze stata predkosScia a
cm/dzien, z jaka predkoScig wzrasta wysokoS¢ czubka winoroSli? Zaléz, ze
promien drzewa wynosi r a skok helisy wynosi p.
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