Lista zadan #4
Modelowanie uktadow biologicznych

Zadanie 4.1

Wzrost ludzkiej populacji

Mowi

gdzie r

si¢, ze ludzka populacja wzrasta wyktadniczo. Oznacza to, ze
P(t) = Ce™

> 0.

Uznajmy, ze ludzka populacja na poczatku 1800 roku jest punktem odniesienia (t=0). Dane w
latach nastepnych pokazane sa w Tabeli.

year

1000
1500

human population
(billions)
R PR
0.275
0.45

1650 0.5
1750 0.7
1804 1
1850 1.2
1900 1.6
1927 2
1950 2.55
1960 3
1980 4.5
1987 5
1999 6
2011 7
2020 7.7
Pokaz, ze dane reprezentowane sg przez funkcje

gdzie t
a)

b)

P(t) = (Ce"(t—1800)
to czas w latach i r > 0?
Pokaz, ze ta zalezno$¢ skutkuje tym, ze In(P) jest funkcja liniowg czasu i ze r to
nachylenie tej liniowej zaleznosci.
Wykorzystaj dane z tabeli od roku 1800 di roku 2020 aby zbada¢, czy P(t) wpisuje si¢
w funkcje wyktadniczg. Zastosuj regresje liniowa.
Jaki sa jednostki r?
Jaka jest najlepsza warto$¢ C.
Na podstawie wykresu In(P) od t i szacowanych wielkosci r 1 C, wyznacz kiedy
przyrost byt wiekszy i mniejszy od §redniej wartosci.

Zadanie 4.2

Réwnanie Rickera

W trakcie badan nad populacja tososia czesto wykorzystuje si¢ rownanie Rickera,



ktore wigze wielko$¢ populacji tososia danego roku, x do przewidywanej populacji w
roku nastepnym y. Rownanie Rickera ma nast¢pujaca postac:

y = axe F*
gdzie o, > 0.

a) Wyznacz wielko$¢ populacji, ktora bedzie doktadnie taka sama w nastgpne;j
generacji.

b) Wyjasnij, dlaczego bardzo duza populacja nie moze by¢ utrzymana przez
dhuzszy czas.

Uwaga: populacja nie zmienia si¢ w sposob ciggly, poniewaz rodzice umierajq
zanim jajka sie wyklujq.

Zadanie 4.3
Odleglosé pomiedzy rybami w tawicy.

Zycie w grupie ma swoje zalety i wady: ochrona przed drapieznikami jest jedng z
korzysci. Do wad nalezy konieczno$¢ konkurencji o pozywienie. Odleglo$¢ pomiedzy
osobnikami w tawicy jest okreslona przez wzajemne oddzialywanie sgsiadujacych
osobnikow.

Zatozmy, ze jezeli ryby sa w odlegltosci x > 0 wowcezas sg przyciagane z “sitg”F, i
odpychane z “sita” F, opisywanymi rOwnaniami:

F, = Ae™"/a
F. = Re™/r

gdzie A, R, a, r to warto$ci dodatnie. Uwaga: A, R sa zwigzane z wielekoscig sity
podczas gdy a, r z zalezno$cia od odlegtosci.

a) Pokaz, ze w odlegltosci x = a, pierwsza funkcja zmniejszy si¢ do wartosci (1/e)
wielkosci poczatkowe;j. (e = 2.7)

b) Dla jakiej wartosci x druga funkcja pomniejszy si¢ do wartosci (1/e) wartosci
poczatkowej?

c) Powszechnie zaktada si¢, ze R > 4 i r < a. Zinterpretuj, co to oznacza z punktu
widzenia sit.

d) Naszkicuj wykres pokazujacy obie funkcje.

e) Wyznacz odlegltos¢, dla ktérej obie sity doktadnie si¢ zrownowaza.

f) Jezeli A i R zmienig si¢ tak, ze stosunek R/A4 si¢ zmniejszy to odlegtos¢
roOwnowagi wzrosnie czy zmaleje?

g) Co si¢ stanie z odlegtoscig rownowagi, jezeli a wzro$nie lub r zmaleje.

Z.adanie 4.4

Rozktad nasion. Gestos$¢ nasion w odlegtosci od drzewa x spetnia funkcje:



2
D(x) = Dye”" /a2
gdzie a > 0, D> 0 maja wartosci dodatnie. Owady zjadajace nasiona gromadza si¢
wokot drzew tak, ze czes$¢ zjedzonych nasion opisuje zaleznos¢:
_x?/
F(x) = Foe b2
gdzie b > 0.

Uwaga: Te funkcje zwane sg rozktadem Gaussa lub rozkladem normalnym. Parametry
a, b sg zwigzane z szerokos$cig tych krzywych. Liczba nasion, ktore przetrwaja (sa
wytworzone, ale nie zjedzone przez owady) wynosi:

S(x) =D(x)(1 - F(x))
Wyznacz odleglos$¢ x od drzewa, dla ktorej najwigcej nasion przetrwa.
Zadanie 4.5
Znajdz funkcje, ktora spetnia nastgpujace rownania rézniczkowe:
dy

i

1 .
) =5 = —0.1c and ¢(0) = 20,
dx

(a)

(c) dz =3zand z(0) = 5.
dt

Zadanie 4.6

Wazrost populacji w krajach rozwinigtych i rozwijajacych sie. W Kanadzie, kobiety maja
okoto 2 dzieci a $rednia dtugos¢ zycia to 80 lat. W krajach rozwijajacych si¢ $rednia dtugosé
zycia wynosi 60 lat a kobiety maja $rednio 4 dzieci.

Porownaj przyrost naturalny i $Smiertelnos$¢ per capita i przewidz wzrost lub spadek
populacji w kazdym z krajow.

Wyznacz szybko$¢ wzrostu populacji w procentach k oraz czas potrzebny do
podwojenia populacji.

Zadanie 4.7

Wazrost populacji. Populacja zwierzat wzrasta per-capita z szybkoscig » = 0.08 na rok i
ma $miertelno$¢ per-capita m = 0.01 na rok. Gestos¢ zaludnienia, P(¢) spetnia
rOwnanie:

dP(t)
dt

= bP(t) — mP(t)



a) Jezeli populacja na poczatku wynosi P(0) = 1000, to jaka bedzie duza za 5
lat.
b) Kiedy populacja si¢ podwoi ?

Zadanie 4.8

Populacja gryzoni. Przyrost naturalny per capita dla gryzoni wynosi 0,05 na dzien.
Oznacza to, ze $rednio kazdy osobnik produkuje 5 potomkéw w kazde 100 dni.
Zatozmy, ze w przeciggu 1000 dni zaden z osobnikoéw nie zdecht a populacja
poczatkowa gryzoni wynosi 250.

a) Napisz rownanie dla wielkosci populacji N(f) w czasie (w dniach).

b) Napisz warunki poczatkowe dla N

¢) Znajdz rozwigzanie, tzn. znajdz rozwigzanie rownania rézniczkowego dla
danych warunkéw poczatkowych.

d) Jak duza jest populacja gryzoni po 1 roku?

Zadanie 4.9
Wzrost 1 wymieranie mikroorganizmow.

a) Populacja y(t) danego mikroorganizmu wzrost nieustannie w sposob
wyktadniczy. Czas potrzebny na podwojenie wielkosci populacji wynosi 0,27
godziny. Jakie rownanie opisuje ten wzrost.

b) Wystawienie na dziatanie ultrafioletu, populacja przestaje wzrastaé i
mikroorganizmy ging. Okreslono, ze w takim przypadku potowiczny czas
zaniku wynosi 0,1 godziny. Jakie rownanie opisuje taka populacje?

Zadanie 4.10

Populacja bakterii. Populacja bakterii wzrasta z predkoscia proporcjonalna do
wielkosci populacji w danym czasie t. Zaldézmy, ze wielko$¢ populacji w czasie t
wynosi N(t). W do$§wiadczeniu pokazano, ze po 10 min. wielko$¢ populacji wynosi 15
000 a w czasie t = 30 min wynosi 20 000.

a) Jak duza byla populacja poczatkowa?
b) Jak duza bedzie populacja w czasie ¢ = 60 min?

Zadanie 4.11
Leczenie antybiotykami.

Kolonia bakterii jest potraktowana umiarkowanym antybiotykiem wiec bakterie
zaczynaja umiera¢. Zaobserwowano, ze gestos¢ bakterii w funkcji czasu opisana jest
przyblizona funkcja

b(f) = 85¢ 0

gdzie t oznacza czas.



Wyznacz czas, po ktorym potowa bakterii zginie. Okresl, ile czasu zajmie aby
wygineto 99% bakterii.

Zadanie 4.12
Dwie populacje.

Badane sg dwie populacje. Populacja 1 opisywana jest rOwnaniem:

dy,
—=0,2
dt yl
a populacja 2 réwnaniem
dy,
—=-0,3
dt yZ

gdzie t to czas
a) Ktora populacja rosnie, a ktora si¢ kurczy?
b) Wyznacz czas potowiczny dla kazdej z populacji

c) Jezeli poczatkowa wielkos¢ populacji byta odpowiednio y,(0) = 100 1 y,(0) = 10,000,
jak duza bedzie kazda z populacji po czasie t ?

d) Po jakim czasie obie populacje beda doktadnie takie same?
Zadanie 4.13
Populacja ludzka.

Populacja ludzi na Ziemi podwaja si¢ co, mniej wigcej, 50 lat. W pazdzierniku 2000
roku byto okoto 6,1 miliarda ludzi.

a) Okresdl jak duza bedzie populacja ludzka po 500 latach dla scenariusza
niekontrolowanego wzrostu.

b) Ile osobnikéw bedzie zamieszkiwato 1 km” planety dla takiej populacji ?
(obwod Ziemi to ok. 40 000 km i zaldz, ze oceany wyschly).

Zadanie 4.14
Ryby w dwoch jeziorach. W kazdym z jezior jest populacja ryb, ale warunki w nich

panujace s3 rézne. W pierwszym jeziorze populacja ryb rosnie i opisywana jest
rOwnaniem:

gdzie t oznacza czas. W czasie t = 0 byto 500 ryb w tym jeziorze. W drugim jeziorze



populacja wymiera z powodu zanieczyszczenia. Jej populacja opisywana jest
rOwnaniem:

=01
dt Y

1 jej poczatkowa wielko$¢ wynosi 4000 ryb.

Po jakim czasie populacje obu ryb beda identyczne?
Zadanie 4.15

Kinetyka chemiczna pierwszego rzedu.

Kiedy chemik méwi, ze reakcja chemiczna jest pierwszego rzedu co oznacza, ze
stezenie substancji w czasie c(t) spelnia rownanie:

dc_
e ¢

gdzie r to dodatnia warto$¢ stata.

Zatozmy, ze poczatkowe stezenie reagentu jest rtowne 1M (“1 molarne™) i ze po 1
godzinie pozostaje potowa tej wartosci.

a) znajdz czas polowiczny reakcji

b) wyznacz warto$¢ statej r

c) okresl jak duzo reagent pozostato po 2 godzinach
d) po jakim czasie pozostanie 10% reagent?

Zadanie 4.16

Rozpad chemiczny. W reakcji chemicznej substancja S rozpada si¢ (witamina d w
wyniku dzialania $wiatta). Stezenie tej substancji S spada z predkoscig proporcjonalna
do jej stezenia. Zaobserwowano, ze stezenie 1 Mol/Litr zmniejsza si¢ do 0,5 Mol/Litr
w przeciagu 10 minut.

a) Po jakim czasie stg¢zenie spadnie do 0,25 Mol/Litr?
b) Po jakim czasie pozostanie 1 % substancji?

Zadanie 4.17

Czas potowiczny. Jezeli 10% substancji radioaktywnej pozostaje po jednym roku to
jaki jest jej czas polowiczny?

Zadanie 4.18

Cisnienie atmosferyczne. Zaldézmy, ze ci$nienie atmosferyczne y na wysokosci x
metréw nad poziomem morza spetnia zaleznos¢:



dy_

dx_ky

Jezeli cisnienie atmosferyczne wynosi 560 i 675 tora na poziomie morza i na
wysokosci 1000 metrow nad poziomem morza to wyznacz warto$¢ cisnienia
atmosferycznego na poziomie 600 metrow nad poziomem morza.

Zadanie 4.19
Wysokos$¢ wody w cylindrycznym pojemniku.

Pojemnik cylindryczny o powierzchni przekroju A ma mata dziur¢ w dnie o
powierzchni a. Mozna pokaza¢, ze wysokos¢ wody h(t) w cylindrze spetnia rownanie.

dh
D kR
dt

gdzie k to stala zalezna o geometrii pojemnika i otwory w dnie.

k=%ﬁ5>o

g to przyspieszenie ziemskie

Pokaz, ze funkcja:

£12
h(t) = (,/h0 _ kz)
jest rozwigzaniem rownania rozniczkowego dla warunkéw poczatkowych h(0)=hy.
Zadanie 4.20

Reakcja chemiczna i rozpad. Reakcja chemiczna w stalej objetosci wytwarza

substancje w tempie Kj,. Inna reakcja powoduje rozpad tej substancji w tempie
proporcjonalnym do jej st¢zenia. Niech c(t) oznacza stezenie substancji i niech czas
bedzie mierzony w godzinach. Wtedy

dc
E = Kin —Yc
Pierwszy wyraz to szybko$¢ powstawania substancji a drugi to szybkos$¢ jej rozpadu.
State Kin> 0, y > 0 oznaczaja szybko$¢ wytwarzania i szybko$¢ rozpadu. Dla
przyktadu, jezeli stgzenie ¢ jest mierzone mM, wtedy dc/dt jest w jednostkach mM/hr,
i wtedy Kin jest w mM/h ay w 1/hr.
Przyktad
Napisz rozwigzanie dla réwnania powyzej jezeli warunki poczatkowe to c(0) = c,.
Wyznacz stezenie substancji dla stanu ustalonego.
Rozwigzanie
Zmieniajgc oznaczenia mamy

c®) »y(), Kp—a y-b



Wtedy rozwigzaniem jest funkcja:

K; K;
c(t) = = _ <_l _ CO) et
14 )4
Bez wzgledu na warunki poczatkowe, stezenie substancji bedzie dazy¢ do warto$ci ¢ = Kin/y.



