Lista zadan #8
Modelowanie ukladow biologicznych
Zadanie 8.1
Prawo schladzania Newtona. Prawo to mozna sformutowa¢ w postaci rownania

rézniczkowego, ktore przewiduje temperatur¢ obiektu 7(¢) jezeli jego temperatura
poczatkowa wynosita T(), a temperatura otoczenia wynosita £. Rownanie to ma postac:

T(H)=E+(T-E)e ®

gdzie t to czas a k to stata. Na rysunku pokazano wykres wartosci In(7 (¢ ) — £ ) w funkcji

czasu. Temperatura otoczenia wynosita £ = 22° C. Na rysunku pokazano takze prosta
dopasowang do punktéw pomiarowych. Wyznacz warto$¢ stalej k.

In(7(t) — FE
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Zadanie 8.2

Stezenie alkoholu we krwi (Blood Alcohol Level - BAL). Ilo$¢ alkoholu we krwi (B(?)) jest
mierzone w miligramach alkoholu na 10mL krwi. Pod koniec przyjecia (t = 0) Jan zmierzyt,
ze B(0) = 0.08 (dopuszczalna prawem norma dla kierowcy) pdzniej B(f) spetnia rownanie:

dB LB
dt

gdzie stalg k oznacza szybko$¢ usuwania alkoholu z krwi przez watrobg.

- jezeli Jan poczeka 3 godziny zanim bgdzie prowadzit samochodow jego BAL spadnie do
warto$ci 0.04. Okresl warto$¢ statej k dla Jana (padaj jednostki).

Zgodnie z modelem jak dlugo trzeba czeka¢ aby warto$¢ BAL spadta do 0.01?
Zadanie 8.3
Populacja z emigracja. Na wyspie zamieszkuje populacja ptakow P(f). Nowe ptaki

przybywaja nieustannie w stalej liczbie C ptakow na dzien. Kazdy ptak moze opusci¢ wyspe z
prawdopodobienstwem, y. W czasie ¢ = 0 populacja ptakow wynosita P(0) = P



- Napisz réwnanie opisujace zmiang populacji ptakow na wyspie.
- Wyznacz stan ustalony populacji i zinterpretuj go.

- Podaj rozwigzanie rownania dla warunkéw ustalonych i pokaz, ze spetnia
nastepujace warunki:

(1) warunek poczatkowy,
(i1) kiedy ¢ — oo to funkcja osigga stan ustalony.

- Jezeli na wyspie nie ma ptakow w ¢ = 0, to ile czasu potrzeba aby populacja
ptakow osiggneta 80% stanu ustalonego?

Zadanie 8.4

Na prostokatnej dziatce o wymiarach L i D (jak na rysunku) nalezy zbudowa¢ wodociag,
ktory taczy punkty A i C. Wodociagg mozna zbudowaé nad ziemig wzdhuz granicy dziatki
(odcinek AB) a na dzialce musi by¢ polozy pod ziemig (odcinek BC). Koszt jednostki
dlugo$ci wodociagu po ziemig jest 3krotnie wyzszy niz nad ziemig. Okres$l odlegtos¢ y, dla
ktorej koszt wodociagu jest najmniejszy.
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Zadanie 8.5
Rownanie logistyczne
- Pokaz, ze funkcja
y (t) - 1+2-t
spetnia réwnanie:
% =y(1-y)

- Jaka jest warto$¢ poczatkowa y(0)
- Dla jakiej warto$ci y wzrost populacji jest najwigkszy?
- Co sig¢ stanie z y dla duzych wartosci t?

- Zakladajac, ze populacja ludzka wynosi 6 miliardow i1 ze aproksymowany wspdlczynnik



wzrostu r = 0,0125 na rok to jak dawno temu populacja ludzi wynosila jeden milion? Zatoz,
ze wspotczynnik wzrostu jest staty.

Zadanie 8.6

Student bada zachowanie si¢ stada kaczek na Odrze we Wroctawiu. Rysunek pokazuje
ustawienie aparatu fotograficznego. H = 10 metréw to wysoko$¢ od powierzchni do przestony
aparatu, D = 2 metry to szerokos$¢ przejscia, a x to odleglo$¢ potozenia aparatu do ostatniej
kaczki. Kat widzenia aparatu wynosi a.

Jezeli kat widzenia aparatu ros$nie z wartoscig 1/100 radiana/sec. Z jaka predkoscig zmienia
si¢ X w momencie gdy x = 3 metry?

Zadanie 8.7

Tor wyscigowy w ksztalcie kota. Dwoch biegaczy biegnie po okraglym torze wyscigowym o
dhugosci 400 m jak na rysunku. Pierwszy biegacz wykonuje jedno okrazenie w 100 sec., w
drugi biegacz w 150 sec. Obaj wystartowali w tym samym czasie. Katy zakre$lone przez
biegaczy od momentu startu wynosza odpowiednio 01(¢), 02(¢).

- Z jaka predkos$cig zmienia si¢ kat g =071 — 0 ?

- Jaka jest warto$¢ kata @ po ¢ = 25s?

- Jaka jest odlegto$¢ pomiedzy biegaczami wyrazona w metrach po ¢ = 25s?

- Z jaka predkoscig zmienia si¢ odlegto$¢ pomiedzy biegaczami w ¢ = 25s ?

(a) — Ry (b)

START START

Zalézmy, ze predkos¢ biegaczy begdzie zmienna a kat ¢ spelnia zalezno$é



d¢ .
i A — Bsin(¢)

gdzie 4, B > 0
- Jaka warto$¢ ¢ odpowiada stanowi ustalonemu dla tego rownania?
- Jakie ograniczenia nalezy nalozy¢ na A i B aby stan ustalony byl mozliwy?

- Zatézmy, ze A = 1, B = 2. Naszkicuj wykres f{¢) = A —B sin(p) dla -7 < ¢ < @ | na jego
podstawie okres$l co si¢ stanie, jezeli biegacze rozpoczeli w tym samym miejscu, (¢ = 0) w
chwili = 0.

Zadanie 8.8
Masa guza

Rysunek pokazuje guz nowotworowy zawierajacy nekrotyczny rdzen (promien ), otoczony
dzielacymi si¢ komoérkami nowotworowymi. Zatézmy, ze zardwno guz jak I jego rdzen sa
sferyczne.

- Jezeli rdzef nekrotyczny ro$nie w tempie cm3/rok i objetos¢ komorek aktywnych ro$nie w
tempie 4 cm3/rok. W jakim tempie zmienia si¢ zewngtrzny promien guza (r1) jezeli r| = 1

cm.

- W jakim tempie w cm?/rok zmienia si¢ powierzchnia zewngtrzna guza, kiedy 1 = lem?

Zadanie 8.9

Rozgalezianie si¢ naczyn krwiono$nych. Rysunek pokazuje arteri¢ (o promieniu R) z
odgatezieniem (promien ). Odlegto$¢ 04 wynosi L, a odlegtos¢ pomiedzy 0 i P wynosi d,
gdzie OP jest prostopadte do 04. Wyznacz potozenie odgat¢zienie (punkt B) aby catkowity
opor dla krwi jest najmniejszy na drodze ABP. (R, r, d, L sa dodatnimi statymi i R > r)




- Odlegto$¢ pomiedzy 0 i B wynosi x. Jaka jest dlugos¢ odcinka B4 1 jaka jest
odlegltos¢ BP?

- Opor naczynia krwiono$nego jest proporcjonalny do jego dlugosci i odwrotnie
proporcjonalny do czwartej potegi jego promienia. Jaki jest opor, 7, segmentu BA
1jaki jest opor, T», segmentu BP?

- Wyznacz warto$¢ zmiennej x, dla ktorej opor, T’ (x) = T + T jaet najmniejsza.

Zadanie 8.9

Szybko§¢ zmiany czapy lodowej na Ziemi. OD 1950 roku czapa lodowa na biegunie
poocnym ciagle si¢ kurczy. Czapa lodowa kurczy si¢ latem i ro$nie zima. Srednia
minimalna warto$¢ czapy lodowej w km moze by¢ przyblizona rownaniem:

A = mr?

W 2005 roku promien czapy byt w przyblizeniu 1200 km i kurczyta si¢ z predkoscia 8 km/rok
(The New York Times, 9/29/05). Jak szybko zmieniata si¢ powierzchnia czapy lodowej w
tym roku?

Zadanie 8.10
Powierzchnia gojacej si¢ rany jest opisana rOwnaniem:
A = mr?

Promien rany maleje w tempie 1 mm/dzien w chwili, gdy promien rany wynosit r = 25 mm.
Jak szybko zmienita si¢ powierzchnia rany?

Zadanie 8.11

Lek zostat podany doustnie. Z czasem lek jest jednoczes$nie absorbowany i wydalany. Ilos¢
leku, ktora przeszta przez organizm w czasie T opisuje funkcja:

f TE(t)dt
0

gdzie E to funkcja opisujaca wydalanie leku.
Zazwyczaj szybkos$¢ wydalania leku opisuje funkcja:

E(t) = te™*t
gdzie k > 0 a czas t jest mierzony w godzinach.

a) Wyznacz réwnanie dla | OT E(t)dt
b) Wyznacz warto$¢ 010 E(t)dt jezeli k = 0,2 mg/godzing

Zadanie 8.12



Srednia dawka leku. Stezenie, C, phenylobitazolu (lek przeciwzapalny) w mikrogramach na
mL w surowicy cielaka po zastrzyku opisuje réwnanie:

C(t) = 43,03¢ 700105t
gdzie t to liczba godzien po wstrzyknigciui 0 <t < 120.

a) Jezeli ten model jest doktadny to wyznacz stezenie poczatkowe,
b) Jakie jest srednie stezenie leku w surowicy krwi w przedziale 10 <t < 120

Zadanie 8.13

Prawo Poiseuillea

Przeplyw krwi w naczyniu krwiono$nym jest szybszy w jego centrum i powolny w poblizu
$cian. Predkos¢ przeptywu krwi opisuje rownanie:

__P

V=
rLv

(R*—1?)

gdzie R to promien naczynia krwiono$nego, r to odlegtos¢ od $rodka naczynia i p i v to
ci$nienie hydrostatyczne i predkos¢ krwi oraz L to dlugo$¢ naczynia krwionosnego. Jezeli R
jest stale, to mozemy mys$le¢ o V jako funkcja v. Wtedy catkowity przeptyw krwi opisuje
réwnanie:

R
Q =f 2nV (r)rdr
0

Wyznacz wartos$¢ Q.
Zadanie 8.14
Predkos¢ czastki opisuje réwnanie:
v(t) = —0,5t% + 10t
gdzie v(t) jest w m/sec.

a) Jak daleko bedzie czastka po pierwszych 10 sec?
b) Jak daleko bedzie czastka po kolejnych 10 sec?



Zadanie 8.15
Rozprzestrzenianie si¢ grypy;

Podczas 18 tygodni od Listopada 2009 do lutego 2019 szybkos$¢ wzrostu nowych zachorowan
na $winska grype moze by¢ przyblizona funkcja:

di(t)
— = 6,34t + 141,6
dt

gdzie I to catkowita liczba os6b zarazonych $winskg grypa a t to czas mierzony w tygodniach.

a) Oszacuyj I(t) 1 zat6z, ze 1(0) = 1408
b) Ile osob zarazito si¢ grypa w przeciagu pierwszych 8 tygodni?
c) lle oso6b zarazilo si¢ grypa w przeciggu catych 18 tygodni?

Zadanie 8.16

Leczenie radioaktywnym implantem prostaty. Implant jest pozostawiony w pacjencie i nigdy
nie jest usuwany. [lo$¢ energii przekazana przez implant do organizmu jest liczona w remach
1 opisana rownaniem:

a
E= f Pye *t dt
0
gdzie k stala zaniku materialu radioaktywnego, a to liczba lat po implantacji a PO jest
poczatkowa wielkoscig transmisji energii.

- Zaltozmy, ze w terapii zastosowano jod-125, ktory ma czas potowicznego zaniku rowny 60,1
dnia.

a) Ile energii, wyrazonej w remach, jest wyemitowanej w czasie pierwszego miesigca,
jezeli poczatkowa emisja energii wynosi 10 remow na rok?

b) wyznacz stalg k dla jodu-125
c) Jaka jest catkowita ilo$¢ energii, ktéra implant przekaze do organizmu?

d) wylicz powyzsze wielko$ci, jezeli w terapii zastosowany jest palladium-103 o
czasie potowicznego zaniku rownym 16,99 dni.

Zadanie 8.17

Zat6zmy, ze okreslona dawka leku zostala wzigta doustnie. W czasie lek wnika do organizmu
oraz jest wydalany z moczem. Calkowita ilo$¢ leku, ktory przeszedt przez organizm w czasie
T opisuje rOwnanie:

f TE(t)dt
0



gdzie E(t) jest wydajno$cia wydalania leku. Typowa wydajnos¢ wydala jest funkcja
E(t) = te™*t gdzie k > 0 a t to czas w godzinach.

- Wyznacz |, Ooo E (t)dt i skomentuj wynik.
- Lekarz przypisat dawke leku rowna 100 mg to wyznacz warto$¢ k.
Zadanie 8.18

Wyznacz objeto$é bryty obrotowej powstata w wyniku obrotu funkcji y = v/x wokét osi OX
w przedziale od x =0 dox = 1.

Zadanie 8.19

Wyznacz objetosé bryly obrotowej powstatej w wyniku obrotu funkcji y = e* wokoét osi OX
w przedziale od x = -1 do x = 2.

Zadanie 8.20

Uproszczony model dla cyrkulacji CO, w atmosferze. Rozwaz C(f) jako poziom CO, w
atmosferze. Przyjmij szybkos¢ wytwarzania CO, wytwarzanym w wyniku spalania paliw
kopalnianych jako Err, i przyjmij, ze szybkos¢ absorbcji CO, przez oceany wynosi Socean.
Zatozymy takze, zZe rosliny absorbujg CO, w tempie proporcjonalnym do ich masy i poziomu
CO,.

Rownanie na stezenie atmosferycznego COs:

dc
E = Epr — Soceny — YPC



Zaktadajgc, ze Err, Socean, ¥, P to state, wyznacz poziom ustalony w zaleznosci pod tych
parametrow.

Wyznacz C(t), tzn. wyznacz zaleznos¢ stezenia CO, w czasie zaktadajac, ze C(0)=C.

Jaki bedzie efekt wyciecia 15% biomasy roslin przed t = 0, na poziom CO, w
przeciggu 50 lat ?

Zadanie 8.21

Wzrost guza nowotworowego Promien guza nowotworowego wzrasta w tempie, k. Wyznacz
szybkos¢ wzrostu objetosci guza kiedy jego promien wynosi r = lcm. Zatoz, ze guz jest w
przyblizeniu sferyczny.




